Impedancia
Para um sinal sinusoidal, qual é a relacdo entre a ddp aos extremos de um condensador e a intensidade da corrente que flui?

Ser4 a Lei de Ohm valida para um condensador neste caso? O circuito que traduz este problema é:

v —cC

Num condensador sabemos que a relagédo geral entre a intensidade da corrente que flui e a ddp aos seus terminais é:

I=C—
dt



Se a ddp (V) é sinusoidal:
V = Asin (wt)
entdo a intensidade da corrente (i) € dada por:
. dv
|=C- - =CwA cos (wt)

Se representamos no mesmo grafico a variacdo das duas grandezas com o tempo:
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constatamos imediatamente que a razdo V/ i varia ao longo do tempo e por isso a Lei de Ohm néo é valida. Ha aqui dois dados
gue nao podem ser condensados num sé numero. Eles sdo a razdo entre as amplitudes e o desfasamento entre o0s dois sinais. Ou

sera que podem?



Vamos insistir nesta ideia e recorrer a um trugue habitual em matematica quando pretendemos representar uma funcéo que

varia sinusoidalmente. Essa funcao pode ser descrita de forma complexa. Ou seja o potencial varia de acordo com:

V =Ae*

em que j € um numero imaginario puro (utilizamos a letra j em vez de i para ndo confundir com a intensidade da corrente). A

intensidade da corrente eléctrica sera entao:

E Cd—v = AjwC e
dt
A razao entre as duas grandezas é:
V_ A 1
i AjwC e jwC

gue é constante. Além disso vemos que conseguimos conjugar num sé namero os dois dados que pretendiamos - razéo entre
amplitudes e desfasamento entre os sinais:
i = ie_JE
JwC wC

1 Tt
A razao entre as amplitudes é E e o0 desfasamento é de E rad (a intensidade esta atrasada em relacao a ddp).

Poderiamos intitular esta grandeza de resisténcia mas ela s6 é valida para sinais sinusoidais e € representada por um ndmero
complexo. Sendo assim resolveu-se chamar esta grandeza de impedéancia e representa-la pela letra Z. E uma generalizagdo do

conceito de resisténcia.



Dizemos entdo que a impedéancia de um condensador é dada por:
1
e =——
JwC
Para baixas frequéncias a impedéancia é alta e o condensador interrompe o circuito. Para altas frequéncias a impedancia é baixa
e o0 condensador funciona como um curto circuito.

Sera que podemos fazer o mesmo para um indutor? Para responder a esta pergunta vamos estudar o seguinte circuito:

v@ L

Num indutor sabemos que a relacéo geral entre a intensidade da corrente que flui e a ddp aos seus terminais é:

V= Lﬂ
dt
Se a ddp (V) é sinusoidal:
V = A sin (wt)

entdo a intensidade da corrente (i) € dada por:

=Ly dt=A rsin () dt o - A
i=Ffv dt = CJsin (cot) dt oSO8 (wt)

Se representamos no mesmo grafico a variacdo das duas grandezas com o tempo:
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Vamos novamente tentar condensar num niimero que a razéo entre as amplitudes de V e i € WL e que o desfasamento entre as
Ve T[ - . -
duas grandezas é de +§. Para tal consideramos que o potencial V varia no tempo de acordo com:

V = A el
logo:
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A impedéancia de um indutor é:
Z =jwL

Um indutor tem uma impedancia baixa para baixas frequéncias e impedancia alta para altas frequéncias. Ou seja a baixas

frequéncias funciona como um curto-circuito e a altas frequéncias como circuito aberto.

Tt
Podemos confirmar que o desfasamento & +§ porque:

u
joL=wL e ?



Circuito de dois portos

Um circuito de dois portos é uma circuito com dois pares de terminais. Um € considerado como entrada do circuito e outro como
saida. A variavel de entrada pode ser a ddp ou a intensidade da corrente de entrada (V. ou i_ respectivamente) e a variavel de saida
pode ser a ddp ou intensidade da corrente de saida (V¢ ou ig respectivamente).

Vamos estudar apenas o caso particular em que a variavel de entrada e V_ e a variavel de saida e V..

Em geral um dos terminais de entrada esta directamente ligado a um terminal de saida. Este

terminal comum € j& nosso conhecido e € designado de massa.

V Vv
E S
Chama-se ganho do circuito a razdo entre os potenciais de saida e de entrada:
G - ﬁ
VE

Se 0s potenciais tém uma variagdo sinusoidal, 0 ganho é obtidoa a partir da raz&o entre as amplitudes de saida e de entrada.
Nem sempre é possivel determinar a razao entre estas grandezas. Neste caso podemos recorrer a um conceito mais geral. A

fungdo de transferéncia (f) é a func@o que relaciona os dois potenciais:

Ha circuitos em que o ganho depende da frequéncia. Esses circuitos tém a designacdo genérica de filtros. Quando temos um
circuito com uma soma de sinais sinusoidais, com um filtro podemos realgar as sinusoides de determinada frequéncia em deterimento
de outras.

Vejamos um exemplo. Suponhamos que temos um espectro continuo de frequéncias como potencial de entrada de um circuito:
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Se fizermos esse sinal passar por um filtro em que o ganho tem a seguinte dependéncia com a frequéncia:

G A
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a saida obtemos um espectro com igual amplitude para todas as frequéncias:
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Para obter Vg utilizamos:

Existem alguns circuitos classicos que sao estudados como iniciagcéo aos filtros:

O circuito RC como filtro

O primeiro destes circuito é o circuito RC:




E um divisor de tens&o com dois componentes: uma resisténcia e um condensador. Logo, ambos sdo percorridos pela mesma

corrente:

d
Ca(vs 0)

— VE _Vs
R

Queremos determinar qual o ganho deste circuito e como esse ganho depende da frequéncia de um sinal de entrada sinusoidal:
Ve =V, sin ()

em que V, € a amplitude do sinal de entrada e W € a frequéncia angular. Se substituirmos na equacéo diferencial para o circuito

RC:
Vs 1 Vs = Vo g (wt)
dt RC RC

Esta é uma equacao diferencial de primeira ordem, linear e ndo homogénea. O método classico de resolucao desta equacao

consiste em utilizar uma solugao tentativa do tipo:
V, = Asin (ot) + B cos(wt)
Resolvendo a equacao para esta solucao determinamos quais sao as condi¢des que A e B devem verificar para que a solugao
seja vélida:

- i A i E = i i
Aw cos (wt) —Bw sin (wt) + 2c SN (ct) + ~c C0S (cat) 2cSin (ot)



.. ~ . . . 0 .. ~
A soma dos coeficientes da funcdo seno no primeiro termo tem que ser igual a @ e a soma dos coeficientes da fungdo coseno

no primeiro termo tem que ser igual a 0 (porque no segundo termo ndo ha coseno). Deste facto resulta o seguinte sistema de
equacoes:

0 B _
%0\00+E—0

D—Bw+izﬁ
H RC RC

Se resolvermos este sistema a solucgéo é:

0 1
= Vv
HA 1+(wRC)* °
l
B=— wRC v
H  1+(wRC)* °
O potencial de saida € dado por:
1 . wRC
V, = — = IV, sin (wt) ——— [V, cos (wt
S 1+((A)RC)2 0 ( ) 1+((A)RC)2 0 ( )

Podemos ainda modificar esta equacao para uma sinosoide sé, do tipo:

V, =D sin (ot + @)



O seno de uma soma obedece a expressao:
V, =D sin (wt+ @) =D sin (wt) [€os () +D cos (wt) &in ()

Comparando com a solucao obtida para o potencial de saida concluimos que:

Ebcos(cp) = m [V,
ajsm( ) = - WRC
E KT (wRC)® °

Logo:

Também podemos deduzir que:

Finalmente concluimos que:

VS = LZ
1+ (wRC)

Osin (ot - arctan(wRC))

O sinal de saida vem desfasado em relacdo ao original e a sua amplitude depende da frequéncia. Como definimos, o ganho

G(w) é arazao entre as amplitudes de saida e de entrada, a sua dependéncia com a frequéncia é:



Representemos graficamente:
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Para baixas frequéncias o ganho é praticamente unitario. Para frequéncias angulares superiores a 1/RC o ganho decresce

rapidamente. Este filtro € um passa-baixo (passam as baixas frequéncias e as altas sdo fortemente atenuadas). W = 1/RC é

chamada frequéncia de corte. E por definicdo a frequéncia em que a amplitude é atenuada por um factor de —§
/\/



Quanto a diferenca de fase ela varia com WRC de acordo com:
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Na frequéncia de corte o desfasamento é de 45°.
Ser& que vamos ter que resolver equacdes diferenciais de cada vez que quisermos analisar o comportamento de um circuito
como filtro?
Se utilizarmos o conceito de impedéancia tornamos os calculos mais simples e rapidos. Porque € que podemos utilizar este

conceito? Porque o sinal de entrada é sinusoidal. Vejamos novamente o circuito RC:
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Este circuito € um divisor de tenséo logo podemos relacionar os potenciais de saida e de entrada por:

1
_jwC
Vs= " Ve
R+ —
JwC
basta pensar que o condensador é como uma resisténcia de valor &
J
1 _ 1-jwRC 0 1 0 0 wrc O

VS — o —_
V. 1+joRC 1+(wRC) H+(wrc)’H 'H+(wrc)’H

A razédo entre as amplitudes é obtida a partir do médulo da raz&o entre as tensoées:

_|1-jwRC | _ 1-joRC| _ 1+ (wRC)* _ 1

Vs|_ - - .
1+(wRC)’| 1+(wRC)®  1+(wRC)’ 1+ (wRC)’

VE

Como numero complexo o ganho do circuito pode ser representado da seguinte forma:



E = £ ejq’
\AAYA
(@ ¢é a diferenca de fase entre os dois sinais.
Sendo assim, a diferenca de fase entre os dois sinais seréa:
0 —-wRC [
1+ (wRC)* O
@=arctan BMD: —arctan (wRC)

1

%+ (wRC)* %

Por um processo muito mais simples e rapido chegamos ao mesmo resultado.

O circuito CR

Como funciona o filtro se invertermos a ordem dos dois componentes?

C
Ve Vs

Continuamos a ter um divisor de tenséo, logo:



VS = 1 VE
R+ —
JwC
A razédo entre as amplitudes é:
V| _| jwRC | _|wRC(wRC+j)|_ wRCy1+(wRC)®  wRC
Ve| +jwRC| | 1+(wRC)” | 1+(wRC)" 1+ (wRC)’
e a diferenca de fase entre os dois sinais é:
O wRCc O
+(wRC)?H 010
@ = arctan - (cf)RC)Z) E= arctan =~
+(wRC)? H

Entdo, se o sinal de entrada for:

Ve =V, sin (wt)

O sinal de saida sera:

Vg = &w‘)z [sin @)HarctanD = @
1+ (wRC) LRC



O ganho G(w) varia com a frequéncia da seguinte maneira:
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Os sinais sinusoidais com baixa com baixa frequéncia sdo fortemente atenuados enquanto os de alta frequéncia mantém

praticamente a amplitude original. Este circuito & um filtro passa-alto.

1
A frequéncia de corte é por definicdo a frequéncia em que a amplitude é atenuada por um factor de —§ Neste caso o seu valor
/\/

é também 1/RC.

Quanto a fase a variacao é:
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Podemos distinguir quatro tipos basicos de filtro ideal:
- passa-baixo: tem ganho unitério para frequéncias até a frequéncia de corte e ganho nulo para frequéncias superiores a

frequéncia de corte:
G A

0 >

w

- passa-alto: tem ganho nulo para frequéncias até a frequéncia de corte e ganho unitario para frequéncias superiores a frequéncia

de corte:

0 >

w

- passa-banda: tem ganho unitario apenas dentro de uma certa banda de frequéncias. Fora desta banda o ganho é nulo:



ey

- tapa-banda: tem ganho nulo dentro de uma certa banda de frequéncias. Fora desta banda o ganho é unitario:

c A

eV

Os filtros que analisamos até agora tém uma variacdo com a frequéncia muito mais suave do que o seu equivalente ideal. Por
exemplo, se a frequéncia de corte de um circuito RC (passa-baixo) é 1 KHz, quando o sinal de entrada tem uma frequéncia de 1,1

KHz, o sinal de saida tem uma amplitude de 67.3% da amplitude inicial. Se o filtro fosse ideal a amplitude de saida era zero:
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Estudaremos em Laboratdrios Il técnicas de nos aproximarmos do filtro ideal.

Na prética, os graficos de variagdo do ganho com a frequéncia tém duas diferencas fundamentais dos gréaficos aqui apresentados.
Em vez da variavel independente ser WRC ela é a frequéncia f (Hz). Assim, vemos directamente qual é a frequéncia de corte do
circuito. A segunda diferenca € que trabalhamos tipicamente com gamas de frequéncias entre 1 e 10° Hz. Para representar uma
gama tao vasta temos que recorrer a escalas logaritmicas tanto do ganho como da frequéncia. Vejamos o que acontece ao grafico

do ganho de um circuito RC de frequéncia de corte 1 KHz (W= 6.3 x 103 rads/s):
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A curva original transformou-se praticamente em dois segmentos de recta. O ponto interseccdo das duas rectas identifica a
frequéncia de corte. Com a escala linear teriamos que andar a procura do ponto em que o ganho € 0.707. Estas duas modificacdes

tornam muito mais facil identificar a frequéncia de corte a partir do grafico.



Circuito RLC

O circuito seguinte na sequéncia classica de filtros € o circuito RLC. Como o seu home indica é constituido por trés componentes:
uma resisténcia, um condensador e um indutor.

Ha varias disposi¢cdes possiveis destes componentes num circuito. Vamos analisar dois casos. No primeiro 0s componentes

estdo em série e o circuito € o seguinte:

R

Este circuito € um divisor de tensdo: aplicamos um potencial sinusoidal a entrada V_ e obtemos um potencial sinusoidal de
amplitude inferior a saida V..

Utilizando o conceito de impedéancia e aplicando a esta situag&o, os dois potenciais podem ser relacionados por:

) 1
ok *5ac
V, = 9 v,




A expressao é modificada para que o numero complexo fique do formato a+jb:

_ —wlC+1l _ (1-w’LC)(1-w’LC - jwRC)
 joRC-wlLC+1 (1- w’LC)” +(wRC)’

Vs
VE

A razao entre as amplitudes é obtida a partir do médulo desta quantidade:

A _ 1- w?LC|
Ve L (1-w’LC) +(wRC)?
e o desfasamento entre os sinais é:
_ O wRC O
@ = arctan CoLC —10

Representemos graficamente a variagdo do ganho com a frequéncia para um circuito em que R = 1KQ, C = 1pF, L = 25 mH:
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Vemos imediatamente que trata-se de um filtro tapa-banda. O ganho sé é nulo para uma frequéncia, aquela que verifica a

condicao:

V’TC

Por isso a frequéncia central da banda atenuada é determinada pelo condensador e pelo indutor. Alargura da banda é determinada

pelos valores da resisténcia e do condensador, devido ao termo (WRC)2.



O desfasamento entre os dois sinais neste caso tem a seguinte variacdo com a frequéncia:
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Os sinais de frequéncia de passagem praticamente ndo sofrem desfasamento, mas a medida que a frequéncia se aproxima da

banda de atenuacado o desfasamento tende para +172.

No laboratoério obtemos resultados que se aproximam tanto mais destes quanto menor for a resisténcia do indutor.



No segundo caso temos 0 seguinte circuito:

Este circuito é chamado RLC em paralelo porque o divisor de tenséo € formado pela resisténcia R e o paralelo LC. A relacdo

entre as tensdes de entrada V_ e saida V é:

JwC

V, = L
joL O—
JwC

R+—
jooL+_i
JowC

A expressao é modificada para que o numero complexo fique do formato a+jb:



jol 0 o 0,0 @R O

Ve . —wic+1 _ U-wicO O-eiLcO
Vi O >, 0 b [f
2 R+ ———
—WLC+1 (- w?LCO

O mddulo desta quantidade da o ganho como fungéo da frequéncia:

Vs| _ wL

JRZ(l—ooch:)2 + (L)

e a variagcdo da fase com a frequéncia é dada por:

[R(1-w’LC)O

@ = arctan B—H



Representemos graficamente a variagdo do ganho com a frequéncia para componentes com valores idénticos aos utilizados no

circuito RLC em série:
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O circuito comporta-se como filtro passa-banda. O ganho sé é unitério para uma frequéncia:
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“ =1 o
\R¥(1- w?LC)” + (wL)?

o (wb)’ =R*(1-w?C) +(aL)’ =
- R¥(1-w?C) =0 -
- 1-wLlC=0 =

_ 1

A largura da banda de passagem € determinada pelo valor da resisténcia R. Em patrticular, se R for nula o circuito tem ganho

unitario para todas as frequéncias.

A diferenca de fase varia da seguinte forma com a frequéncia:
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A diferenca de fase s6 se aproxima de zero na regido de frequéncia central da banda de passagem. O sinal que passa esta
pouco desfasado em relagéo ao original. No entanto, fora da banda de passagem o desfasamento é +172.

Note-se que tal como no caso anterior o desfasamento para sinais de frequéncia superior a central é simétrico dos de frequéncia
inferior a central. Neste caso, para uma frequéncia inferior a 1 KHz a fase tende para +17/2 enquanto para uma frequéncia superior

a 1 KHz a fase tende para -1v2.



Aplicacdes préticas dos filtros

O objectivo principal de uma estacao de radio é emitir informacdo sonora sob a forma de ondas electromagnéticas. Assim,
poderia-se transformar as ondas sonoras produzidas por uma muasica em ondas electromagnéticas de igual frequéncia. Essas
ondas electromagnéticas poderiam ser captadas por um receptor que as transformaria novamente em som.

O problema é que toda a gente quer ter a sua estacao de radio e o receptor iria ouvi-las todas ao mesmo tempo. Uma soluc¢éo foi
criar uma onda portadora com frequéncia entre 530 e 1600 KHz. Cada estacédo de radio escolhe a sua frequéncia e faz modelacéo
em amplitude dessa onda portadora. A modelagdo em amplitude neste caso € feita com ondas com frequéncias de audio (20 a
20000 Hz).

Por exemplo, podemos modelar uma onda portadora de 700 KHz com uma sinusoide de 20 KHz:



15

- | ﬂ

g GRER R
e

-15

Um receptor com um filtro passa-banda que tenha ganho unitario sé para a frequéncia de 700 KHz s6 recebe este sinal. Utiliza-
se um circuito passa-banda para seleccionar a estagdo emissora pretendida. Esse filtro pode ser um circuito RLC em paralelo.

Depois podemos acrescentar um desmodelador:
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Este retira a onda modeladora da onda portadora. O circuito RC tem uma constante de tempo muito maior que o periodo de

oscilacdo da onda portadora mas menor que o periodo de oscilacdo da onda modeladora. Por isso, o potencial de saida s6

consegue acompanhar o potencial da onda modeladora.
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Com este conjunto podemos construir um radio rudimentar de onda média. Este circuito ndo necessita de alimentacéo:
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Os filtros séo utilizados em muitos campos da ciéncia e do nosso dia-a-dia.
Alguns cantores estariam no desemprego se nao se utilizasse um filtro para retirar algumas frequéncias indesejadas. Num
submarino eliminam-se com filtros os sons naturais do oceano para salientar o som do motor de um barco. Em medicina podemos

fazer processamento de imagens de diagndstico com filtros. Enfim, as aplicagfes sao imensas.



